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Mở đầu

Các bài toán về đa thức bất khả quy và bài toán phân tích một đa

thức thành các nhân tử đã được đưa vào giảng dạy ngay trong chương

trình toán phổ thông. Việc phân tích đa thức thành nhân tử cho phép

học sinh chuyển việc giải một phương trình đại số về giải các phương

trình có bậc thấp hơn.

Các tiêu chuẩn để xét tính bất khả quy của đa thức cũng luôn được

sự quan tâm rất lớn của các nhà toán học từ rất lâu. Chúng ta biết tiêu

chuẩn Eisenstein là một tiêu chuẩn khá hữu hiệu để kiểm tra một đa

thức đã cho là bất khả quy. Nhắc lại rằng, cho R là một vành nhân tử

hóa và f = f0 + f1X + . . . + fnX
n ∈ R[X] là đa thức có các hệ tử

f0, f1, . . . , fn nguyên tố cùng nhau. Nếu tồn tại một phần tử nguyên tố

p ∈ R sao cho trừ hạng tử cao nhất fn các hạng tử còn lại của f đều

chia hết cho p và f0 không chia hết cho p2, thế thì f bất khả quy trong

R[X]. Tiêu chuẩn này cho ta một điều kiện đơn giản để kiểm tra một

đa thức bất khả quy. Những năm qua, nhiều nhà toán học đã không

ngừng mở rộng, tổng quát hóa tiêu chuẩn này. Đặc biệt là việc sử dụng

các yếu tố hình học thông qua Sơ đồ Newton và Đa giác Newton để đưa

ra những tiêu chuẩn rất hiệu quả cho việc kiểm tra tính bất khả quy

của đa thức.

Trong luận văn này, chúng tôi sẽ bắt đầu bằng việc giới thiệu phương

pháp sử dụng sơ đồ Newton của đa thức. Nó cho ta khẳng định tính bất

khả quy của một lớp khá rộng các đa thức dựa vào đặc điểm của sơ đồ

Newton của chúng thể hiện bởi tiêu chuẩn Eisenstein-Dumas và ta sẽ

thấy tiêu chuẩn Eisenstein quen thuộc là một trường hợp đặc biệt. Sau

đó, bằng phương pháp sử dụng đa giác Newton, chúng tôi trình bày hai
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nội dung:

(1) Xét tính bất khả quy của đa thức hai biến qua đa giác Newton.

(2) Xét sự phân tích đa thức hai biến với hệ số nguyên thành nhân tử.

Chúng ta sẽ thu được các kết quả rất thú vị về tính bất khả quy của

đa thức hai biến thông qua đặc điểm không phân tích nguyên được của

đa giác Newton của nó. Thông qua việc nhận diện các đoạn thẳng không

phân tích nguyên được, tam giác không phân tích nguyên được sẽ cho

ta một số lớp đa thức hai biến bất khả quy trên một trường tùy ý.

Cũng sử dụng công cụ đa giác Newton của đa thức, ta thu được thông

tin chính xác về sự phân tích đa thức hai biến hệ số nguyên thành nhân

tử. Đó là, đa thức f(x, y) ∈ Z[x, y] có nhân tử đa thức không tầm

thường khi và chỉ khi dàn các nút của đa giác Newton của f có thể

được phủ bởi một siêu phủ phù hợp. Từ cách chọn siêu phủ của đa giác

Newton, sẽ cho ta sự phân tích đa thức thành nhân tử.

Nội dung luận văn chia làm 3 chương. Chương 1 ngoài một số kiến

thức chuẩn bị về đa thức, đa thức bất khả quy, chương này còn trình

bày các khái niệm sơ đồ Newton của đa thức; một số khái niệm và tính

chất về tập lồi trong Rn; về đa diện nguyên, đa diện nguyên không phân

tích nguyên được và nhận diện một số đa diện nguyên trong R2 (gọi là

đa giác) không phân tích nguyên được. Nội dung chính của luận văn

nằm trong Chương 2 và Chương 3. Chương 2 tập trung trình bày một

số tiêu chuẩn bất khả quy của đa thức dựa vào sơ đồ Newton và đa giác

Newton của đa thức. Chương 3 trình bày điều kiện cần và đủ để một đa

thức hai biến với hệ số nguyên có nhân tử đa thức nguyên không tầm

thường cùng với một số ví dụ áp dụng.
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Chương 1

Một số kiến thức chuẩn bị

Chương này trình bày một số kiến thức chuẩn bị về đa thức, sơ đồ

Newton của đa thức, đa diện Newton, đa giác Newton của đa thức. Tài

liệu tham khảo chính của chương là [1], [2], [3], [5] và [6].

1.1 Đa thức bất khả quy

Định nghĩa 1.1.1. Cho V là một vành giao hoán có đơn vị. Một đa

thức một biến với hệ số trên V có thể được viết dưới dạng f(x) =

anx
n + an−1x

n−1 + . . .+ a1x+ a0, trong đó a0, . . . , an ∈ V và x là một

ký hiệu gọi là biến (hay biến không xác định). Ta cũng viết đa thức này

dưới dạng f(x) =
∞∑
i=0

aix
i hoặc f(x) =

∑
aix

i, trong đó ai = 0 với mọi

i > n. Hai đa thức
∑
aix

i và
∑
bix

i là bằng nhau nếu ai = bi với mọi i.

Ký hiệu V [x] là tập các đa thức một biến x với hệ số trên V . Cho

f(x) = anx
n + an−1x

n−1 + . . . + a1x + a0 ∈ V [x]. Ta gọi a0 là hệ số

tự do của f(x). Nếu an 6= 0 thì n được gọi là bậc của f(x) và được ký

hiệu là degf(x). Trong trường hợp này, an được gọi là hệ số cao nhất

của f(x). Nếu an = 1 thì f(x) được gọi là đa thức dạng chuẩn. Nếu

f(x) = a ∈ V thì f(x) được gọi là đa thức hằng. Các đa thức bậc 1

được gọi là đa thức tuyến tính.

Định nghĩa 1.1.2. Với hai đa thức f(x) =
∑
aix

i và g(x) =
∑
bix

i

trong V [x], định nghĩa

f(x) + g(x) =
∑

(ai + bi)x
i.
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f(x)g(x) =
∑

ckxk, trong đó ck =
∑

aibj với mọi k.

Khi đó V [x] là vành giao hoán với phép cộng và nhân đa thức. Vành

V [x] được gọi là vành đa thức một biến x với hệ số trong V . Phần tử

không của vành đa thức là đa thức 0, phần tử đơn vị là đa thức 1.

Mỗi bộ n số nguyên không âm i = (i1, . . . , in) ∈ Nn
0 cho ta một đơn

thức xi11 . . . x
in
n của n biến x1, . . . , xn với bậc i1 + . . . + in. Chúng ta

thường viết đơn thức này dưới dạng xi. Với j = (j1, . . . , jn) ∈ Nn
0 , hai

đơn thức xi và xj là bằng nhau nếu i = j, tức là ik = jk với mọi k. Một

từ là một biểu thức có dạng axi với a ∈ V (được gọi là hệ số của từ) và

xi là một đơn thức được gọi là đơn thức của từ. Hai từ được gọi là đồng

dạng nếu hai đơn thức của chúng bằng nhau. Hai từ được gọi là bằng

nhau nếu chúng đồng dạng và có cùng hệ số. Một đa thức là một tổng

của hữu hạn từ.

Định nghĩa 1.1.3. Ký hiệu V [x1, . . . , xn] là tập hợp các đa thức n

biến x1, . . . , x2 với hệ số trong V . Với i, j ∈ Nn
0 , trong đó i = (i1, . . . , in)

và j = (j1, . . . , jn), ta định nghĩa i + j = (i1 + j1, . . . , in + jn). Khi đó

V [x1, . . . , xn] là một vành với phép cộng∑
i∈Nn

0

aix
i +
∑
i∈Nn

0

bix
i =

∑
i∈Nn

0

(ai + bi)x
i

và phép nhân∑
i∈Nn

0

aix
i
∑
i∈Nn

0

bix
i =

∑
k∈Nn

0

ckx
k, ck =

∑
i+j=k

aibj

với mọi đa thức
∑

i∈Nn
0

aix
i,
∑

i∈Nn
0

bix
i ∈ V [x1, . . . , xn]. Vành V [x1, . . . , xn]

được gọi là vành đa thức n biến x1, . . . , xn với hệ số trong V .

Định nghĩa 1.1.4. Đa thức khác không, không khả nghịch thuộc V [x1,

. . . , xn] được gọi là đa thức bất khả quy nếu nó không có ước thực sự

trong vành V [x1, . . . , xn], tức là nếu g là ước của f thì g khả nghịch

hoặc f cũng là ước của g.

Chú ý rằng đa thức f(x) với hệ số trên một trường F là bất khả quy
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nếu và chỉ nếu degf(x) > 0 và f(x) không phân tích được thành tích

của hai đa thức có bậc nhỏ hơn.

Định nghĩa 1.1.5. Một đa thức trên trường F được gọi là bất khả quy

tuyệt đối trên F nếu nó bất khả quy trên mọi mở rộng đại số của F .

1.2 Sơ đồ Newton và đa diện Newton

Cho R là một vành nhân tử hóa và

f = f0 + f1X + . . .+ fnX
n ∈ R[X] với f0fn 6= 0.

Cho p ∈ R là một phần tử nguyên tố cho trước, ta biểu diễn mỗi hệ số

khác 0 của f dưới dạng fi = aip
αi trong đó ai là phần tử của R không

chia hết cho p. Với mỗi hạng tử khác không của f , ta lấy một điểm

tương ứng trong mặt phẳng với tọa độ (i, αi). Tập các điểm này sẽ cho

ta một sơ đồ Newton của f ứng với phần tử nguyên tố p.

Hình 1.1

Đặt P0 = (0, α0) và P1 = (i1, αi1) trong đó i1 là số nguyên lớn nhất sao

cho không có điểm (i, αi) nào nằm phía dưới đường thẳng P0P1. Sau đó,

lấy P2 = (i2, αi2) trong đó i2 là số nguyên lớn nhất sao cho không có

điểm (i, αi) nào nằm phía dưới đường thẳng P1P2. Cứ tiếp tục như vậy,

đoạn thẳng cuối ta nhận được có dạng Pr−1Pr trong đó Pr = (n, αn).

Nếu một số đoạn của đường gấp khúc P0P1 . . . Pr đi qua những điểm có
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tọa độ nguyên, thì ta thêm vào tất cả các điểm có tọa độ nguyên đó và

được đường gấp khúc mới Q0Q1 . . . Qr+s trong đó Q0 = P0, Qr+s = Pr.

Định nghĩa 1.2.1. Đường gấp khúc Q0Q1 . . . Qr+s được xây dựng như

trên được gọi là Sơ đồ Newton của f ứng với phần tử nguyên tố p. Các

đoạn PlPl+1 và QiQi+1 tương ứng được gọi là các cạnh và các đoạn của

sơ đồ và các vectơ
−−−−→
QiQi+1 sẽ được gọi là vectơ đoạn của sơ đồ Newton.

Trước khi trình bày về khái niệm đa diện Newton của đa thức ta sẽ

trình bày một số khái niệm và tính chất về tập lồi và đa diện lồi.

Ta xét Rn là không gian vectơ thực, là không gian affine thực, hoặc

là không gian Eulid với tích vô hướng

〈x, y〉 = ξ1η1 + . . .+ ξnηn với x = (ξ1, . . . , ξn) , y = (η1, . . . , ηn) ,

và khoảng cách giữa hai điểm x và y được xác định bởi

‖x− y‖2 = 〈x− y, x− y〉.

Định nghĩa 1.2.2. Một tập C ⊆ Rn được gọi là tập lồi nếu với mọi

x, y ∈ C, x 6= y ta có đoạn thẳng

[x, y] := {λx+ (1− λ)y | 0 ≤ λ ≤ 1}

chứa trong C.

Ta nói x là một tổ hợp lồi của x1, . . . , xr ∈ Rn nếu tồn tại λ1, . . . , λr ∈
R sao cho các điều kiện sau được thỏa mãn

(1) x = λ1x1 + . . .+ λrxr,

(2) λ1 + . . .+ λr = 1,

(3) λ1 ≥ 0, . . . , λr ≥ 0.

Chú ý rằng, nếu bỏ điều kiện (3) ta gọi x là một tổ hợp affine của

x1, . . . , xr, khi đó x, x1, . . . , xr được gọi là phụ thuộc affine.

Nếu x, x1, . . . , xr không phụ thuộc affine ta nói chúng độc lập affine.

Định nghĩa 1.2.3. Tập tất cả các tổ hợp lồi của các phần tử của một

tập S ⊆ Rn được gọi là bao lồi của S, ký hiệu conv(S).

conv(S) =

{
t∑
i=1

λixi | xi ∈ S, λi ≥ 0;
t∑
i=1

λi = 1

}
.
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Khi S = {x1, . . . , xk} là một tập hữu hạn, ta gọi conv(S) là một đa

diện và cũng sử dụng ký hiệu conv(x1, . . . , xk). Một điểm x của đa diện

được gọi là đỉnh nếu nó không thuộc bất kỳ một đoạn tạo bởi hai điểm

phân biệt nào khác x của đa diện. Ta có một đa diện luôn là bao lồi của

các đỉnh của nó và ngược lại mỗi đỉnh của bao lồi conv(x1, . . . , xk) đều

là một trong số x1, . . . , xk.

Chú ý 1.2.4. Với tập lồi C trong Rn, ta gọi số chiều của bao affine

aff(C) là số chiều của C và ký hiệu dimC. Rõ ràng nếu {x1, . . . , xr} độc
lập affine thì dim(conv(x1, . . . , xr)) = r − 1.

Cho C là một tập lồi trong Rn và a0 ∈ C. Một siêu phẳng

H = {x ∈ Rn | α · x− β = 0} , α ∈ Rn, β ∈ R

đi qua a0, được gọi là một siêu phẳng tựa của C tại a0 nếu với mọi

α ∈ C ta đều có α · a− β ≤ 0. Khi đó ta còn nói một cách ngắn gọn H

là siêu phẳng tựa của C.

Cho P là một đa diện trong Rn, một mặt của P được định nghĩa là

giao của P với một siêu phẳng tựa của P . Một đỉnh của P là một mặt

có chiều 0, mặt có chiều 1 là một đoạn thẳng mà ta gọi là cạnh của P .

Định nghĩa 1.2.5. Cho A và B là hai tập con của Rn, tập hợp

A+B = {a+ b | a ∈ A, b ∈ B}

được gọi là tổng Minkowski của A và B.

Ta thấy rằng tổng Minkowski của hai tập lồi cũng là một tập lồi. Ta

có bổ đề sau đây.

Bổ đề 1.2.6. Giả sử

A = conv(a1, . . . , an), B = conv(b1, . . . , bm),

khi đó ta có

A+B = conv ({ai + bj | 1 ≤ i ≤ n, 1 ≤ j ≤ m}) .

Chứng minh. Ta chỉ cần chứng minh bao hàm “ ⊆ ”. Lấy phần tử v =

v1+v2 ∈ A+B, khi đó v1 =
n∑
i=1

λiai, v2 =
m∑
j=1

µjbj, λi, µj ≥ 0 với mọi i, j


